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GÉOMÉTRIE GÉNÉRALE. — LE CERCLE ET LA TRIGONOMÉTRIE 


— Séance du 19 septembre 1891 — 


SÉCANTES ET CORDES 


433. — La circonférence de cercle est une ligne AA’BB'CC' de géomé- 
trie générale, lieu géométrique de tous les points également distants d’un 
point O0’ qu'on nomme centre. 

On appelle rayon toute droite menée du centre à la circonférence. 

Tous les rayons QO’AA’, OO'BB", OO'CC', ..., d'un cercle sont égaux 
d’après la définition même de la circonférence. 

434. — Tnéonème : Un point PP’ d'une circonférence donnée est déter- 
miné quand on connait l’une de ses composantes isotropes. 

On suppose connus le centre O0” et la grandeur pe du rayon. 

Si lon donne l’une des composantes d’un point PP’ de la circonférence, 
on sait construire l'autre, puisque l’on connaît le produit OP. OP”, égal 
à ?*, et l'angle formé par les semi-droites OP et OP’, égal à 2. Dans le 
Cas particulier où la composante isotrope donnée se confond avec cclic 


de même nom du centre 00’, l’autre composante est à l'infini dans une 
direction quelconque. 
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confond avec une circonférence de même centre et de rayon—(7—+r" y —1) 
ou p2° +, 
135. — TuéorÈue : Une droite quelconque rencontre loujours une cir- 


conférence en deux points ou en un seul. 


Examinons d’abord le cas particulier où la droite est isotrope. 

. La droite à l'infini, isotrope positive et négative, rencontre la circon- 
férence aux deux points cycliques, puisque la distance du centre 00’ du 
cercle à un point cyclique peut être considérée comme égale à son 
rayon ce; el il n'existe pas d’autres points d’intersection, la distance d’un 
point propre à un point à l'infini, autre qu'un point cyclique, devant 
être considérée comme infinie ‘parce que son module est de grandeur 
infinie. 

Toute droite isotrope, autre que la droite à l’infini, rencontre néces- 
sairement la circonférence au point cyclique de même nom, et en vertu 
du théorème précédent, il existe un point propre d’intersection et un seul, 
si cette droite isotrope ne passe pas par le centre du cercle. 

Quand la droite isotrope passe par le centre du cercle, il n'existe pas 
d'autre point d’intersection que le point cyclique situé sur cette droite. 
Dans ce cas, il serait exact de dire que le second point d’intersection est 
venu se confondre avec le premier. Eu effet, le second point à pour com- 
posantes isotropes l’une des composantes du centre et un point ordinaire 
quelconque à l'infini; il représente donc le point d’intersection des droites 
isotropes qui ont pour supports ces composantes, c'esl-à-dire la droite 
sotrope donnée et la droite à l'infini. 

Considérons maintenant le cas général où la droite n’est pas iso- 
trope. 

Quand la droite passe par le centre 00, elle à deux points communs 
avec la circonférence. En effet, sur une droite donnée, non isotrope, on 
peut toujours construire, à partir d’un point 00”, deux segments OO'EE’, 
OO'FF" égaux au rayon ge® du cercle, et on n'en peut construire que 
deux. 

Si la droite ne passe pas par le centre du cercle, de ce centre menons 
la perpendiculaire OO'HH à la droite, 

Dans le cas particulier où le picd HH” de cette perpendiculaire est situé 
sur la circonférence, la droite ne peut rencontrer la circonférence en un 
autre point parce que la perpendiculaire ne peut être égale à une 
oblique. 

Dans le cas général, il existe deux points d’intersection que nous pour- 
rons construire avec la règle et le compas. 

Supposons que EE’ soil un point commun à la circonférence et à la 
droite. 


G. TARRY. — GÉOMÉTRIE GÉNÉRALE, — LE CERCLE ET LA TRIGONOMÉTRIE 3 


En vertu du théorème du carré de l'hypoténuse, pour que le point EF’ 
soi un point d'intersection, il faut et il suflil qu'on ait l'égalité 


OOHR® + HUTE = s250, 


D'où l'on conclut que les points d’intersection sont les deux points de 
la droite dont les distances au point HH’ sont égales à 


où V{s0 + OO'HI') (see — 00 HE). 


2 


Lino __GoaiT 


ee 436. — On donne le nom de sécante à toute droite qui coupe la cir- 
î conférence en deux points dislinels. On appelle corde le segment de 


sécante limité par es points d'inlersection, et l'on réserve le nom de 
diamèlre aux cordes qui passent par le centre. 

Tous les diamètres d'un cercle sont égaux, car un diunètre quelconque 
est la somme de deux rayons. 

191, — Le diumétre ne peut étre éqal à une corde du cercle. | 

Une corde quelconque AABB" ne peul être égale à la somme OO'AA 
+ O0'BB’ des deux rayons qui aboultisent à ses extrémités; elle ne peut 


DE done ètre égale à un diamètre. 
| 438. — On dit que l'angle au centre ANOO0’BR’ interceple la corde 
AA'BB". 


Une corde est intercepléc par unc infiuité d’angles égaux, non iden- 
tiques, qui différent de multiples de 27. Toutefois, quand nous parlerons 
de l'angle qui intercepte une corde, il faudra toujours entendre, à moins 
d'avertissement contraire, qu'il s'agit de celui des angles dont la partie 
} réelle est la plus petite en valeur absolue. 

Tout diamètre non isotrope est interceplé par un angle égal à =. 

Une corde isotrope est de grandeur indéterminée; elle est interceptée 
par un angle dont la partie réclle est indéterminée et la partie imaginaire 
infiniment grande, positive ou négative. 

1939, — Tuéonbue : Une corde de grandeur nulle est interceptie par un 
: angle égal à 0. 
on Eu ettct, les points extrèmes de la corde se confondent nécessairement, 
car une sécau{e isotrope ne peut rencontrer une circonférence en deux 
points distincts. 

Remarque. — Un diamètre isolrope rencontre la circonférence en deux 
points confondus avec un point cyclique, et la distance d’un point eyclique 
à un point quelconque à une grandeur indéterminée. 

On voit qu’un diamètre isotrope est de grandeur indéterminée, qui peut 
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être considérée comme égale au double du rayon ou bien à zéro; ce dia- 
mètre est intercepté par un angle égal à un angle donné quelconque, 
= ou Ü, par exemple. 

140. — Tuéorème : Dans un même cercle ou dans des cercles égaux ; 
deux angles égaux ou inverses interceptent deux cordes égales, et récipro- 
quement deux cordes égales sont interceptées par deux angles égaux ou 
inverses. 

Soient 00, IF’ les centres de deux cercles égaux. 

Si l'angle AA’OO'BB’ est égal ou inverse à l'angle CC'IFDD’, les deux 
triangles AA’O0’BB’ et CCI DD’, qui ont un angle égal ou inverse com- 
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun, sont directement ou in- 
versement égaux, et, par conséquent, les cordes AA’BB’, CCDD’ sont 
égales, 

Réciproquement, si les cordes AA’BB’ et CC'DD’ sont égales, les deux 
triangles AA’O0'BB’ et CC'IIDD’, qui ont leurs côtés égaux chacun à 
chacun, sont directement ou inversement égaux et les angles AA'O0'BB, 
CCIDD’ sont égaux ou inverses. 

A4. — Tnéorème : Le diamètre, perpendiculaire sur une corde, divise 
cette corde et l'angle qui l'intercepte en deux parties égales. 

C'est une conséquence immédiate des propriétés du triangle isocèle. 

CoroLLaIRE E, — La perpendiculaire élevée sur le milieu d'une corde passe 
par le centre. 

ConorLaIRe Il, — Le lieu géométrique des milieux d’un système de cordes 
parallèles est le diamètre perpendiculaire à la direction commune de ces 
cordes. 

142. — TuéorÈme : Dans un même cercle ou dans des cercles égaux, 
deux cordes égales sont également éloignées du centre, et réciproquement 
deux cordes également éloignées du centre sont égales. 

Même démonstration qu’en géométrie ordinaire. 

143. — Dans la définition du cercle, on suppose que le rayon à une 
grandeur géométrique parfaitement déterminée. Or, une grandeur 5e n’est 
pas déterminée quand on dit qu’elle est nulle ou infinie, puisque dans 
cette hypothèse l’argument w peut avoir une valeur quelconque. Il n’exisic 
donc pas de cercle de rayon nul ou infini. 

Cependant, pour abrêger le langage, nous appellerons suivant l’usage 
circonférence de rayon nul le lieu géométrique des points à distance nulle 
d’un point donné O0”, qui sera dit le centre. Ce lieu se compose évidem- 
nent des deux droites isotropes issues du centre. 
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POINTS REMARQUABLES DE LA CIRCONFÉRENCE 


144. — Une circonférence peut avoir des points imaginaires conjugués, 
autres que les points cycliques, ou bien des points récls. 

Considérons d’abord une circonférence de centre imaginaire O0’ et de 
rayon r +» y —1. 

Si deux points propres de la circonférence sont imaginaires conjugés, 
PP’ et P’P, le centre est situé sur la droite réelle PPP’P', perpendiculaire 
au milieu réel HH de la corde PPPP, et ces deux points imaginaires 
conjugués sont symétriques par rapport au diamètre réel du cercle. 

Si un point de la circonférence est réel, son symétrique par rapport 
au diamètre réel est un second point réel de la circonférence. 

La corde réclle qui joint deux points imaginaires conjugués, ou deux 
points réels, est rencontrée en son point milieu HH par le diamètre réel, 
qui lui est perpendiculaire. 

Soit M le milieu de segment 00’ de géométrie ordinaire. 

Les trois points 00’, MM, HH sont en ligne droite. 

Désignons par d ÿ — 1 et x les longucurs des segments OO'MM ct MMHH, 
comptés sur la même semi-droite; les quantités d ct x sont réelles, ct la 
distance OO'HH est évidemment égale à d ÿ — 1 + x. 

La différence des carrés {r +» — 1} — (x + dy —1}, égale au 
carré de la moitié de la corde qui joint deux points imaginaires conjugués 
ou récls, cst nécessairement une quantité réelle &. Pour que cette condi- 


[2 


r 
tion soit remplie, il faut et il suit que æ soit égale à + Le milieu 
de la corde est donc parfaitement déterminé. 

Ce qui démontre que sur une circon/érence de centre imaginaire il existe 
toujours un couple de points propres imaginaires conjugués et un seul, \ 
sans points réels, ou bien deux points réels sans couple de points propres 
imaginaires conjugués. | 

Les deux points sont réels ou imaginaires conjugués suivant que # est 
positif ou négatif. Ces deux points se confondent en un seul lorsque # est 
nul; d est alors égal à + 7”, ou — 7”. 

Examinons maintenant un cercle de centre réel O0 et de rayon 22%. 

Pour que deux points imaginaires conjugués PP’ et P'P appartiennent 
à la circonférence, il faut ct il suffit qu'on ait 


OOPP* — O0PP; OÙ ph — 2% 


. « . # Et La 
ce qui exige que + soit égal à 0, où + &- 
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Dans le premier cas, le rayon est égal à 6 el la circonférence est dite 
réelle: la circonférence réelle aune infinité de points réels, el tons ses points 
imaginaires sont conjugués deur à drur. 

Dans le second cas, 1e rayon esl égal à -i 24 — 1 et la circonférencc 
est dite imaginaire simple ; la circonférenre imaginaire simple n'a aucun 
point réel et tous ses points sont imaginaires conjugues deur & deur. 

Le cerele imaginaire simple à son centre réel e{ le carré de son rayon 
est récl négatif. Ce cas particulier du cercle de la géométrie générale a 
été étudié par Chasles (Géométrie supérieure, chap. XXII. 

Enfin, une circonférence de centre réel dont le carré du rayon n’est pas 
réel, ne possède pas de points propres réels ou imaginaires conjugués. 


TANGENTEXS, 


145. — DérixrrIox. — La tangente en un point d'une courbe continue est 
la limite vers laquelle tend la direction d'une sérante que l'on fait tourner 
autour de ce point, de manière qu'un second point d'intersection de cette 
séertnte avec la courbe se rapproche indéfiniment du premier, appelé point 
de contact. 

Et géométrie générale, on dit qu'un point décrit une courbe continue 
quand ses composantes décrivent des courhes continues de géométrie 
ordinaire. 

Supposons qu'une courbe possède une langente en l’un de «es points 
TT’. 

Du centre T, décrivons une circonférence de géométrie ordinaire de 
rayon infiniment petit, et soient A, B, CG... des points de cette circon- 
férence. 

A, B, C,... peuvent être considérés comme les composantes positives 
des points AA’, BB’, CC’, ... situés sur la courbe et infiniment voisins 
de TT”, puisque la courbe est continue; AA’, BB’. CC’, ... sont des points 
d'intersection de la courbe avec les droites isotropes posilives issues des 
points AA, BB. CC, ... infiniment voisins de TT. 

Les points AA”, BB’, CC’... de la courbe infiniment voisins de TT”, sont 
évidemment silués sur la langente à la courbe en TT’. 

Pour que la <écante menée par le point TT de la courbe ct un point 
voisin tende vers une direction limite, quel que soit le chemin pareouru 
par le point qui se rapproche indéfiniment de FT, il est done nécessaire 
que les droites TT'AA, TT'BW, TT'CEC’, ... se confondent en une seule, où 
que les tigures infiniment petites de géométrie ordinaire, ABC .., ct 
ABC, ... soient inversement semblables, 

Et il est clair que cette condition suflit pour que la courbe continue 


LA Le àE 


ait une tangente au point TT’. 
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146. — On appelle courbe monoyéne, toute courbe qui possède une 
tangente parfaitement déterminée en chacun de ses points. 

Pour qu'une courbe soit monogéne. il faut et il suffit que les fiqures infi- 
niment peliles, formées par les composantes posilive el négative de points de 
la courbe infiniment voisins, soient inrersement semblables. 

On est ainsi conduit à dire que les figures décrites simultanément par 
les composantes P et P’ d'un point PP’ d'une courbe moncgène «ont des 
figures inversement semblables dont le rapport de similitude varie d’un 
licu à l'autre. 

Ce rapport de similitude est égal au carré de la caractéristique de la 
tangente à la courbe au point PP’; il est nul ou infini quand la tangente 
est une droite isotrope, positive ou négalive, et égal à l'unité quand la 
tangen{e est parallèle à une droite réelle. 

147. — Soient AA et AA’, deux points infiniment voisins d’une 
courbe monogène. Supposons Le point de la courbe se meuve d'une 
manière continue en allant de AA à A, As suivant un chemin infiniment 
pelit, et soient AA", A À, AA des positions de ces points. 

Tous les points À, * À: du À, À, . AA", sont situés sur une mème 
droite tangente à la cour et par consiquent la somme des segments 
AAA, À, A AAA, A AAA est égale à 11 longueur du seg- 
ment À AA ru quel que soit le chemin suivi par le point de la courbe 
qui se end de AA, à AA. pourvu qu'il soit infiniment petil. 

Par définition, nous dirons que les longucurs de ces parcours égaux, 
qui sont en nombre infini, mesurent la longueur de l'arc de courbe cor- 
respondant, et nous pourrons exprimer la propriété précédente sous 
cette forme : 

La longueur d'un arc de courbe monogéne infiniment petit est égale à lu 
longueur de sa corde. 

148. — La premiére courbe monogène que l’on songe à concevoir est 
le licu des points dont les composantes positive ct négative sont des points 
homologues de deux figures inversement semblables; c’est la ligne droite 
de la géométrie générale. 

Ensuite se présente naturellement le lieu des points dont les compo- 
santes isotropes sont les points correspondants de deux figures inverses ; 
c’est la circonférence de la géométrie générale. 


La plus simple des courbes non monogènes est le lieu géométrique des 
points dont les composantes isotropes positive et négative sont les points 
homologues de deux figures directement semblables; nous donnerons à 
c lieu le nom de pseudo-droite. 
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ÉQUATION DE LA TANGENTE. 


149. — Soit f{æ,y) — 0 l’équation d’unc courbe en coordonnées carté- 
siennes. 

I s’agit de trouver l'équation de la droite tangentc en un point MM’ de 
la courbe, correspondant à la solution {æ, + &ÿ— 1,7, + y — 1)= 0. 

OO’XX’ et OO'YY’ étant les axes de coordonnées, la parallèle à l’axe 
des yy', menée par le point MM’, rencontre l’axe des x’ en un point 
PP’ tel que l’on a : 


OOPP'— x, +æy— 1 et PPMM' = y, + yy—1. 


Pour simplifier la construction de la figure, nous supposerons que les 
composantes de ses différents points sont 


m 7  Confondues. Ces figures symboliques, dont 
/ Le nous avons déjà fait usage, permettent de 
MM TT NN suivre le raisonnement avec moins de 
1 / fatigue. 
2 . Par le point MM’ et un point voisin NN’, 
o$ ——$# si pris sur la courbe, menons une sécante 
us MM'NN’, puis supposons que le point NN’ 


se rapproche indéfiniment du point MM’; 
si la courbe est monogène, la droite MM'NN’ tendra vers une position 
limite, qui sera la tangente à la courbe au point MM’. 

Soient æ, + æy/— 1 +h + RV—1 et y +yV—T + d + dy 
les coordonnées du point voisin NN’. Le coeflicient angulaire de la sécante 
MM'NN' est le rapport GANT de la différence des ordonnées des 

h+hy—1 
deux points MM’ et NN’ à la différence de leurs abscisses. 
Quandle point NN’se rapproche indéfiniment du point MM’,les deux accrois- 


sements d + d'y —1 et h + ky— 1 tendent simultanément vers zéro et le 

rapport et tend vers une limite, qui est la dérivée de l’ordonnée 
h + hy—1 

considérée comme une fonction de l’abscisse. 

Si l'équation de la courbe est résolue par rapport à y et mise sous 
la forme y = f(x), la tangente aura pour coefficient angulaire y = f(x). 
Lorsque l équation de la courbe f{x,y) —0 n’est pas résolue, on obtient 
la dérivée y’ de la fonction implicite y à l’aide de l’équation f”, + vf, —0, 
dans laquelle f” et f, désignent les dérivées partielles de la fonction 
f@,y) —= 0 par rapport à æ et par rapport à y. On en déduit 
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Ainsi, si l’on désigne par X et Y les coordonnées d’un point quelconque 
de la tangente, l'équation de cette droite est 


2 
ly 

150. — On donne le nom de fonctions monogènes aux fonctions d'une 
variable qui jouissent de la propriété d’avoir, pour chaque valeur de la 
variable, une dérivée parfaitement déterminée. 

Une courbe monogène a pour équation une fonction monogène, et 
réciproquement une fonction monogène représente une courbe mono- 
gène. 

Il est intéressant de comparer la propriété géométrique des fonctions” 
monogènes, énoncée au n° 446, avec celle qui résulte de la conception 
d’Argand adoptée par Cauchy. (Voir Briot et Bouquet, Théorie des fonc- 
tions elliptiques, 2° édition.) 

Dans le mode de représentation de Cauchy, comme l'ont très bien 
remarqué plusieurs géomètres, l'équation proposée ne représente plus, à 
vrai dire, une courbe comme dans le système de Descartes, mais un 
mode de transformation dont les propriétés se rattachent à celles de la 
courbe. 
| TANGENTE AU CERCLE. 


151. — La circonférence de cercle est une courbe monogène, et par 
conséquent possède une tangente en chacun de ses points. 

De la définition de la circonférence on déduit facilement la propriété 
des tangentes. 

Considérons un point fixe AA’ d’une circonférence de centre 00 et un 
point variable BB’, voisin du premier. 

Dans le triangle isocèle OO'AA'BB, le double de l’angle OO’AA'BB,* 
augmenté de l’angle BB'OO’AA", est égal à Æ x. 

Quand le point BB’ se rapproche indéfiniment du point AA, AA 
BB'OO'AA' tend vers zéro, et par suite l’angle OO’AA'BB’ tend vers + 5° 

Donc, la tangente à la circonférence en un point AAÂ' est perpendiculaire 
à l'extrémité du rayon OO'AA’ qui aboulit au point de contact AA’. 

Et réciproquement, la perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon est tan- 
gente à la circonférence. 

CoRoLLAIRE [. — On peut toujours mener à une cir rene deux tangentes 
parallèles à une droite donnée non isotrope, el on n'en peut mener que 
deux. 

CoroLLaIRE Il, — Toute tangente est parallèle aux cordes que le diamètre 
mené par le point de contact partage en deux parties égales. 
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452. — On appelle asymploles d’une courbe les tangentes en ses points 
à l'infini. 

Considérons sur une circonférence une sécante passant par l’un de ses 
points à l'infini, par exemple le point cyclique positif, et un second point 
variable. Nous avons fait voir au n° 135 que si le point variable se 
rapproche indéfiniment du point cyclique positif, la sécante a pour posi- 
tion limite la droite isotrope positive qui passe par le centre de la circon- 
férence. 

D'où l’on conclut que la circonférence a pour asymptotes les deux droites 
isotropes menées par le centre. 

453. — Tnéorème. — Une droite quelconque rencontre toujours une cir- 
conférence en deux points distincts ou confondus. 

Quand les deux points se confondent, la droite est tangente ou asymptote 
à la circonférence. | 

454. — On appelle normale en un point d’une courbe la perpendicu- 
laire élevée par ce point à la tangente correspondante. 

La normale en un point d’une circonférence est donc dirigée suivant le 
rayon qui passe par ce point, c’est-à-dire que toutes les normales à la 
circonférence passent par son centre. 

Il en résulte que, par un point quelconque autre qu'un point cyclique ou 
le centre, on peut toujours mener deux normales à une circonférénce en 
des points propres et on n’en peut mener que deux. 

155. — Toute droite qui n’est pas normale à la circonférence lui est 
oblique. 

Taéorème. — Une oblique CC'DD’, issue d’un point CC' qui n'appartient 
pas à la circonférence O0", ne peut être égale à l’une des normales CC'AA 
et CC'BB' qui passent par ce point. 

En effet, les grandeurs de ces deux normales sont égales à la somme 
et à la différence des deux côtés O0’CC’, OO'DD’ d’un triangle dont le 
troisième côté est l’oblique CC'DD”’. 

REMARQUE. — Toute droite isotrope peut étre considérée, à volonté, comme 
oblique, normale ow tangente à une circonférence quelconque en un point 
cyclique. 

156. — Tuéorème. — Deux parallèles interceptent sur la circonférence 
des cordes égales. 

Supposons que les parallèles rencontrent la circonférence aux points 
AA’, BB’ et CC’, DD’. Du centre OO’ abaissons sur ces droites la perpendi- 
culaire commune. 

Les points AA’ et BB’ sont symétriques par rapport à cette perpendi- 
culaire, ainsi que les points CC’ cet DD’. 

Par conséquent, les cordes symétriques AA’CC' et BB'DI)’, ou AA'DD” 
et BB'CC’, sont égales. Si l’une. des parallèles est tangente en un point 
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AA’, le diamètre OO'AA’ est perpendiculaire au milieu de l’autre corde 
CC'DD’ et le triangle AA'CCDD’ est isocèle. Enfin, si les deux parallèles 
sont tangentes, les rayons qui aboutissent à leurs points de contact sont 
sur une même droite ct les cordes interceptées sont égales au diamètre. 

157. — Tuéonème. — On peut toujours faire passer une circonférence 
et une seule par trois points propres AA’, BB”, CC, non situés en ligne 
droite et tels que la distance de deux quelconques d’entre eux ne soit pas 
nulle, 

Le centre de la circonférence équidistant des points AA’, BB’, CC’, doit 
se trouver sur la perpendiculaire AB'BA' élevée sur le milieu de AA'BB’; 
il doit aussi appartenir à la perpendiculaire AC'CA’ au milieu de AA'CC., 

Comme les deux droites AB'BA’, AC’CA’ ne peuvent avoir qu’un point 
commun, on voit d’abord qu’il ne saurait exister qu’un seul point propre 
équidistant des points AA’,BB’, CC’. En second lieu, un tel point O0 
existe toujours si, conformément à notre hypothèse, les points AA’, BB’, 
CC’ ne sont pas en ligne droite, et aucune des droites AA’BB’, BB’CC’, 
CC'AA' n'est isotrope. 

Enfin, la distance du centre O0’ aux trois points ne peut être nulle, 
autrement deux de ces points appartiendraient à une même droite iso- 
trope et seraient à distance nulle. 

158. — Application à la géométrie ordinaire. 

Étant donnés deux triangles ABC et A’BC, ilexiste sur leur plan deux 
points O et O’ tels que les triangles OAB, OBC, OCA soient inversement 
semblables aux triangles O’B'A', O'C'B’, O’A’C'. 


POSITIONS MUTUELLES DE DEUX CIRCONFÉRENCES. 


459. — On dit que deux courbes sont fangentes en un point commun» 
lorsqu'elles sont tangentes à une même droite au point commun, appelé 
point de contact. 

Deux courbes tangentes ont au moins deux points communs confondus 
avec le point de contact. 

Deux courbes qui ont trois points communs confondus sont dites oscu- 
latrices; le point où se confondent ces trois points communs est le point 
d'osculation. 

160. — Toutes les circonférences passent par les deux points cycliques, 
et deux circonférences ne peuvent avoir trois points propres communs 
sans se confondre ; d’où il suit que deux circonférences ne peuvent avoir 
plus de quatre points communs. 

TRÉORÈME. — Deux circonférences se rencontrent toujours en quatre 
points, distincts ou confondus. 

Nous distinguerons trois cas principaux : 


a 2 diff 
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1° Les centres AA’, BB’ des deux circonférences ne sont pas à distance 
nulle, 

Les deux circonférences sont sécantes aux points cycliques, car si elles 
étaient tangentes en l’un de ces points, l’asymptote en ce point passerait 
par les centres des deux circonférences et ces centres, situés sur une 
même droite isotrope, seraient à distance nulle. 

Soit PP’ un point propre commun aux deux circonférences. 

La différence des carrés des distances du point PP’ aux centres AA’ 
ct BR, égale à la différence des carrés des rayons, est constante. 

Le lieu des points dont la différence des carrés des distances aux points 
fixes AA’ et BB’ est constante est une droite perpendiculaire à la droite 
AA'BB'; par conséquent tout point commun aux deux circonférences est 
nécessairement situé sur cette perpendiculaire, que nous savons construire, 
<til est évident que tout point de rencontre de cette perpendiculaire avec 
l’une des circonférences est situé sur l’autre. 

La perpendiculaire est sécante ou tangente à l’une des circonférences; 
dans le premier cas, les deux circonférences se coupent en deux points 
propres et, dans le second cas, elles sont tangentes en un point propre. 
Donc : 

Deux circonférences dont les centres ne sont pas à distance nulle se 
coupent en quatre points, les deux points cycliques et deux points propres 
symétriques par rapport à la droite des centres, ou bien elles ont deux 
points d’intersection, les points cycliques, et sont tangentes en un point 
propre situé sur la droite des centres. 

2° Les deux circonférences ont le même centre. 

Elles ont évidemment les mêmes asymptotes et ne peuvent avoir de 
point propre commun sans se confondre. 

Donc, deux circonférences concentriques ont un double contact à l’in- 
fini. 

8° Les centres sont à distance nulle, sans cependant se confondre. 

11 est évident que les circonférences ne peuvent être tangentes en un 
point propre. 

Les centres AA’, AB’ sont situés sur une même droite isotrope, que nous 
supposerons positive. Les deux circonférences sont tangentes au point 
isotrope positif et sécantes au point isotrope négatif. 

S'il existe un point propre commun PP’, les distances PP'A A" et PP'AB" 
de ce point aux centres seront respectivement égales aux grandeurs des 


1.4 


rayons pe“ et p'e“’. On aura donc les égalités : 
PA.P'A'=p, PAPA — 2, 


PA.PB —p*, PAPB — 2. 
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On voit que le triangle de géométrie ordinaire P'A’T’ est déterminé sans 
ambiguité, puisque l’on connaît la base A’B'; la grandeur de l'angle au 
sommet et le rapport des deux autres côtés. 

Le point PL”, commun aux deux cordes, est donc parfaitement déter- 
miné. 

Dans le cas particulier où les rayons sont égaux, la composante P” passe 
à l'infini, et le quatrième point PP’ commun aux deux circonférences se 
confond avec le point cyclique positif. 

De ce qui précède, l’on déduit les théorèmes suivants : 

TuéorÈme. — Pour que deux circonférences soient osculatrices en un 
point cyclique, il faut et il suffit que ces deux circonférences aient leurs 
rayons égaux et que leurs centres soient distincts et situés sur la droite qui 
passe par le point d'osculation. 

Deux circonférences osculatrices n'ont aucun point propre commun. 

TuéorÈme, — Deux circonférences de rayons inégaux, dont les centres 
non confondus sont à distance nulle, sont tangentes en un point cyclique 
et sécantes en deux points, l'autre point cyclique et un point propre. 

161. — Les théorèmes suivants sont une conséquence immédiate des 
propriétés que nous venons de démontrer. 

Si deux circonférences se coupent en deux points propres ou sont lan- 
gentes en un point propre, leurs centres ne sont pas à distance nulle. 

Si deux circon/férences ont un seul point propre commun, leurs centres 
sont distincts et silués sur une méme droite isotrope, asymptote commune 
aux deux circonférences, et les rayons sont inégaux. 

Si deux circonférences n'ont aucun point propre commun, elles sont 
concentriques et bitangentes aux points cycliques, ou bien elles sont oscu- 
latrices en un point cyclique, ont leurs rayons égaux, et leurs centres 
sont distincts et situés sur la droile isotrope qui passe par le point d'os- 
culaltion. » 

462. — La démonstration des propriétés suivantes ne présente aucune 
difficulté. 

Si deux circonférences sont langentes en un point propre, la distance de 
leurs centres est égale à la somme ou à la différence de leurs rayons. 

Si deua: circonférences sont sécantes en deux points propres, la distance 
de leurs centres ne peut étre égale à la somme ou à la différence de leurs 
rayons. 


PROPRIÉTÉS ANGULAIRES. 


163. — On nomme angle inscrit tout angle formé par deux cordes qui 
se coupent sur la circonférence, Les côtés de l'angle coupent la circonfé- 
rence en deux autres points qui déterminent la corde sous-tendue par 
l'angle inscrit. 

#4 
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Tout angle dont un côté est une droite isotrope ne peut être mesuré, 
puisque sa partie réelle est indéterminée, et sa partie imaginaire est infi- 
niment grande, posilive ou négative, où bien indéterminée (voir n° 53), 

Nous ne nous occuperons done que des angles dont les côtés sont des 
droites non isotropes. 

464. — Tnéonèur. — Tout angle inscrit dans un cercle est égal à la 
moilié de l'angle au centre qui intercepte la corde sous-tendue, ou en dif- 
fère de x. 

Soit BB'AA’CC’ l'angle inscrit dans un cerele O0”, 

I s'agit de démontrer que le double de l'angle BB'AA'CC' est égal à 
l'angle au centre BB'O0’CC'. | 

Dans les triangles isocèles O0'BB'AA, OO'AA'CC", on a les relations 


2,0O0'AA'CC — AA/OO0'CC Æ = 


De fn." 2 die 
2,BB'AA'O0" — BB'O0'AA’ =. 


Additionnant membre à membre, il vient : 


2, FBAACC = ÉROOCC ou ÉROOCC — 2 (ce. @. Fr... 


165. — Supposons que le côté BB'CC' restant fixe, le point AA se rap- 
proche indéfiniment de BB’ de manière que la corde BB'AA’ devienne la 
tangente BB'TT'’ au point BB’; dans toutes les positions de la corde BB'AA 
langle inscrit BB'AA'’CC' aura pour mesure la moitié de l'angle BB'00'CC'; 
donc, à la limite, l'angle TT'BB'CC', formé par une tangente BB'TT' et une 
corde BB'CC' issue du point de contact BB’ est égal à la moitié de l'angle 
au centre qui interceplte celte corde. 

166. — Tuéorème. — Tous les angles inscrits sous-lendus par la même 
corde sont égaux ou diffèrent de +. 

En effet, les angles inscrits PP’AA’QQ et PP’BB'QQ sont égaux ou 
différent de + comme étant égaux lun et l’autre à la moitié de l'angle 
PP’00'QQ", ou de l’angle PP'00/QQ° + 27. 

CoroLLarEe. — Dans tout quadrilatère AA'BB'CC'DD’ inscrit dans un 
cercle la somme des angles opposés, AA'BB'CC' et CCDD'AA’, est nulle ou 
égale à 2 +. 

167.— Tuéorème. — Un quadrilatère AA'BB'CC'DD' est inscriptible dans 
un cercle si la somme de deux angles opposés est nulle où égale à + =. 

Soient 00’, RR° les centres des cercles circonscrits aux triangles AA’BB’ 
CC’, AA'DD'CC'. 

Dans les triangles isocèles AA’0O0’CC’ ct AA’RR'CC' les angles AA’00’ 
CC’, AA’RR'’CC' sont Cgaux. Par conséquent, dans ces triangles isocèles les 


LREeRNR: 


Er 


2: 


ro 
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angles AA’CC'00”, AA’CCRR! sont égaux ou diffèrent de r, ainsi que les 
angles CC'AA'00", CC'AARR, et les centres 00”, RR’ se confondent. 

Donc les deux cercles se confondent (a. Q. F. D.). 

168.— Tuéonëme. — Le lieu des points d'où l’on voit un segment de droite 
sous un angle égal à un angle donné, ou qui en diffère de +, est une circon- 
[érence passant par les extrémités du segment. 

Ce théorème est une conséquence immédiate du précédent. 

169. — Tnéonime. — Tout angle BB'AACC’, dont les côtés AA'BBDP”, 
AA/CC'EE’ coupent un cercle OO" aux points BB’, DD e4 CC’, EE’, est égal à 
la demi-somme des angles au centre qui interceptent les cordes BB'CC' et 
DD'EF’, ou en diffère de +. 


Par le point BB’, menons la parallèle à la corde CC'EE’; elle rencontre ’ 


la circonférence en un second point HH'. 
Les angles DD'BB'HH et BB'AA’CC’, qui ont leurs côtés parallèles, sont 


“Fig, 2. 


égaux ou diffèrent de +; par conséquent l'angle BB'AA'CC' est égal à la, 
moitié de r'angle au centre DD'OO'HH ou en diffère de x, et l’on a, à x 
près : 

BB'AA'CC — >; DD'OOHH — > (6P00€P + fE°001üT)- 


ÿ 
4 


Les rayons 00’BB",00’CC’ sont symétriques aux rayons OO'HH’, OO'EE" 
par rapport au diamètre perpendiculaire aux cordes parallèles BB'HH, 
CC'EF’; par conséquent, les angles symétriques BB'00'CC’, HH'OO'EE' sont 
inverses. 

Dans l'égalité précédente, remplaçons l'angle EE'OO'HH' par son égal 
BB'O0’CC, il vient : 


RE l TE. \ 
EaaCo -- à (foocc + TP00Ër). 
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Le théorème est vrai pour toutes les positions des points propres BB”, 
CC’, DD’, RE’ et par conséquent dans tous les cas limites où deux de ces 
points se confondent. 

On remarquera que nous tenons compte du sens des cordes ; ainsi les 
cordes BB’CC’, CC'BB’ sont interceptées par les angles inverses BB/00'CC', 
CC'O0'BH". 


PUISSANCE D'UN POINT PAR RAPPORT À UN CERCLE. 


170. — Taéonèmr. — Si d'un point pris dans le plan d'un cercle, on 
mône des sécantes à ce cercle, le produit des distances de ce point aux deux 
points d’intersection de chaque sécante avec la circonférence, comptées sur 
une même semi-droite, est constant, quelle que soit la direction de la sécante. 

Soient AA’ ct BB’ les intersections d’une sécante issue d’un point 
fixé EL’ avec une circonférence de centre O0’. 

Construisons le diamètre perpendiculaire à la corde AA'BB'. 

Le pied HH’ de cette perpendiculaire est le milieu de la corde AA'BB, 
et les distances EE’AA et EE’BB’ sont égales aux sommes EE'HH’ + HH'AA' 
et ELHH’ — HH'AA'; par conséquent, le produit de ces distances est égal 
à EEHH — HHAA. 

Dans les triangles rectangles OO'HH'EE’ ét OO'HH/A A’, on à : 


FE00 — EFHN + HH00”, OOAA — OO - HTAA’. 


D'où l'on déduit que le produit des distances EL'AA’ et EE'BB’, comptées 
sur la même semi-droite, est égal à EE 00 — 0044”. 

Le produit constant EE’AA" >< EE'’BB’ a reçu le nom de puissance du 
point EE’ par rapport au cercle considéré. 

Dans le cas particulier où les points AA’ et BB’ se confondent en un 
seul TT’, la relation devient EETT” — EE/00” — OO TT, et le triangle 
ELTT'O0’ est rectangle. 

Ce théorème est encore vrai quand la circonférence est de rayon nul 
{n° 401). 

171. — Réciproquement, lorsque deux droites AA'BB' et CC'DD’ se cou- 
pent en un point EE’ tel que l’on ait la relation 


EE’AA’ >< EE'BB' — EF'CC x EE’DD’, 
les points AA, BB’, CC’, DD' appartiennent à une méme circonférence. 
La circonférence qui passe par les trois points AA’, BB’, CC’ rencontre 


la sécante EE'CC’ en un second point D,D; et l'on a : 


EL’AA" X EE'BB — EE'CC X EE'D,D,. 


atrdtiaue 


G. TARRY. — GÉOMÉTRIE GÉNÉRALE. — LE CERCLE ET LA TRIGONOMÉTRIE 17 


D'où l’on conclut que les segments EE'D,D’ et EEDD’, comptés sur la 
même semi-droite, sont égaux et se confondent. 

Si EETT” -- EE'AA' > EE'BB”. la circonférence qui passe par les trois 
points AA’, BB’, TT’ est tangente en TT’ à la droite EE'TT”’. 

172. — Désignons par à + &W— 1, 8 + & ÿ— 4, ; + y TA, 
les angles CC'AA'BB", AA'BB'CC', BB'CC'AA’ d’un triangle AA’BB'CC’, et: 
soient AD’, EA' les points d’intersection du côté BB’CC’ avec les droites 
isotropes positive et négative issues du sommet AA’. 

Au n° 1014, nous avons démontré les égalités suivantes : 


$ eve) 2 BB'EA ter) _ CC'AD" 
k BB'AD’ CCEA' 
s: La somme des angles d’un triangle étant égale à deux droites, de ces 


3 égalités on déduit la suivante : 


Ce Vs) 2 (5) 24775) BB'AD, CU'AD" 
BB'EA’  CC'EA'’ 

On a donc ce théorème : 

Le rapport segmentaire du double de l'angle CC'AA’BR" d'un triangle 
CC'AA'BB' est égal au quotient des rapports des distances des sommets BB’ 
et CC’ aux points d'intersection du côté BB'CC' avec les droûtes isotropes posi- 
live et négative issues du sommet AA’. 

C'est la généralisation du théorème de Laguerre (voir n° 62). 


LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES. 


. 


4783. — Dans un cercle O0’ de rayon égal à l'unité, concevons un 
| rayon immobile OO’AA’, servant de côté origine commun à tous les angles, 
- au centre, et un rayon mobile OO’MM'; l'angle variable AA’OO'MM' passera 
he par toutes les valeurs possibles et à un angle donné correspondra un seul 
DE point MM’ sur la circonférence. 
| Nous supposerons toujours, pour éviter l’indétermination, que les valeurs 
Fo réelles des angles considérés sont comprises entrer el — x, ou égales 

VE à+ x. 

# La semi-droite OO'’AA' rencontre la circonférence en un second point 
A,A,; le segment OO'A,A; est égal à — 1 et l'angle AA'OO'A,A; est 
égal à + 7. 

Menons par le centre la semi-droite qui fait avec le côté origine OO'AA’ 


un angle égal à + 3" Cette semi-droite rencontre la circonférence en 


deux points BB’ et BB; tels que les segments OO'BB’ et 00'B,B° soient 
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respectivement égaux à + 1 et — 1; l’angle AA'OO'BB' est égal à + 5 
et l'angle AA'OO'B,B, à — 3 
| De l'extrémité MM’ du rayon mobile, menons la perpendiculaire MM'PP’ 

sur le rayon fixe. 

Le segment PP'MM’, compté sur la semi-droite parallèle de même sens 
à O0'’BB’, est le sinus de l'angle AA'OO'MM'. 

Le srgment OO'PP’ de Ia semi-droite OO’AA’ est le cosinus de cet angle. 


Fig. 3. . 


On voit immédiatement que le sinus ef le cosinus d'un angle quelconque 
sont respectivement égaux au cosinus et au sinus de l'angle complémentaire 


sin (x + 8/— 1) — cos G- a — st), 


cos (a + 8y/— 1) — sin G- a — = T)- 


Le triangle rectangle O0'PP'MM' donne PPMM -- OO PP — 00'MM”, 
par conséquent 


sint{a + 8ÿ— 1) + cos'{a + 8ÿ— 1) = 1. 


On nomme tangente de l'angle AA’OO'MM' la partie de la tangente 
en AA’ comprise entre le point de contact AA’ et le point d’intersec- 
tion TT’ de cette tangente avec la droite OO'MM’, la grandeur du seg- 
ment AA'TT’ étant mesurée sur une semi-droite directement parallèle 
à OO'BB”, comme PP'MM'. 

Le rapport des segments AA’TT' et PP'MM’ de semi-droites parallèles de 
même sens étant égal au rapport des segments OO’AA’ et OO'PP”’, on a 
la relation 


—# _ sin(a+p/—1) 
D ee TT 
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D | 


4%. — Quand le point MM’ se confond avec le point cyclique positif, 
ou négatif, l'angle est égal à : + ©y—1, ou à 
par conséquent, indéterminé pour la partie réelle; le sinus et le cosinus 
ont des valeurs infinies, mais la tangente a une grandeur déterminée 
égale à + ÿ/—4, où — y — 1, en vertu de notre théorème fondamental. 

Réciproquement si la tangente d’un angle est égale à + ÿ/— 1, ou 
er partie réelle de cct angle est égale à une quantité réelle 

- quelconque et la partie imaginaire est infinie, positive ou négative, 
+ œ0ÿ— 1, où — æœy— 1. 

Cette particularité fournit la véritable solution de cette question d’appa- 

rence paradoxale. . 


Si iga =" v—= 1 4, on a tg (a + De Ge 1, quel que soit b. 
En effet, si tg à — on 4, par exemple, a — SV 1 et, par 


— æ yÿ— À, et est, 


conséquent, « + b est aussi égal à SV i 1 œ ettg(a+b) =+y—1. 


Une seule. exception se présente quand b est égal à SV 4; dans 


ce cas, tg b ——y—1 et tg (a + b) — SVT ie — jet est entiè- 


rement indéterminé. Nous retrouvons cette propriété énoncée au n° 58 : 

Deux droites isotropes de même nom, distinctes ou confondues, forment 
un angle égal à un angle donné quelconque. 

Deux cercles concentriques sont tangents aux points cycliques, et, par 
définition, l’angle des tangentes en un point commun à deux circonfé- 
rences est égal à l’angle sous lequel se coupent les deux circonférences. 

On a donc le théorème suivant : 

Deux cercles concentriques quelconques se coupent toujours sous un angle % 
entièrement indéterminé, égal à un angle donné quelconque. 

Nous concluons de là que les raisonnements qui tendent à démontrer 
que deux cercles concentriques de rayons r et r y— 15e coupent à angle 
droit manquent de rigueur. (Voir Nouvelles Annales de Mathématiques, 
1857, tome XVI, p. 119-290, et Théorie des Acceptions, par Evrard, 189, 
p. 155.) 

175. — En géométrie générale, on ne peut qu'exceptionnellement super- 
poser deux cercles de rayons égaux, ou deux rayons d’un même cercle. 

Il est donc nécessaire de démontrer que les grandeurs des lignes trigo- 


nométriques d’un angle dépendent uniquement de la grandeur de cet 
angle. 


Nous donnerons la démonstration au n° 483. 
176. — Dans le cercle à deux points symétriques par rapport au rayon 
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origine correspondent deux angles inverses qui ont le même cosinus et 
des sinus égaux et de signes contraires. 

A deux points symétriques par rapport au diamètre perpendiculaire 
au rayon origine correspondent deux angles supplémentaires qui ont le 
même sinus et des cosinus égaux et de signes contraires. 

On a donc les égalités : 


sin(—a— 891) ——sin (a+ 81),  eos(—a—8y—1) =cos(a+p—1), 
sin (x—a—8y—1)=sin(a +81),  cos(m—2— 81) =—cos(x+8V—1), 
(ap 1)=—1g(a +1), tgfr—0— 8 1)=—tg(e +89 TP). 


De ces égalités on déduit les suivantes : 
sin(xa+8y—1)——sin(a+ 81),  cos(x+at+ BV —1)——cos(a+ 81), 
te (ra + SVT) = tg (x + BV—i). 


PARADOXE GÉOMÉTRIQUE. 


477. — Nous avons proposé le théorème suivant, qui a été démontré 
cette année dans Mathésis. 

On donne une conique K et deux points A, B pris sur la courbe. 

Il existe toujours deux points qui jouissent de la propriété suivante : 
Une droite quelconque menée par l’un ou l’autre de ces points rencontre 
la courbe en deux points P, Q tels que la somme des angles APB et AQB 
est constante. 

Ces deux points sont le pôle et le milieu de Ia corde qui est vue des 
points À et B sous un angle droit. 

Dans le cas particulier de l’hyperbole équilatère, si les deux points A 
et B sont les sommets de la courbe, tout point de l'axe non transverse 
jouit de la propriété énoncée (*). 

Il en résulte que si, par un point fixe de l’axe non transverse, on mène 
une sécante quelconque coupant l’hyperbole équilatère aux points P et Q, 
la somme des angles APB et AQB est une quantité constante d. 

Soient w et w’les points d’intersection, imaginaires conjugués, de l’axe 
non transverse avec la courbe; la somme des angles fixes AwB et Aw’B 
est évidemment égale à d, 

Quand le point fixe se meut sur l’axe non transverse, la constante d 
varie et peut prendre une valeur quelconque. 

D'où cette propriété d'apparence paradoxale : 

(*) Plus généralement : Si, par un point fixe situé sur une droite perpendiculaire au milieu d’un 
diamètre AB d’une hyperbole équilatère, on mène une droite quelconque coupant la courbe aux points 


P et Q, la somme des angles APB et AQB est constante. (Voir Journal de Mathématiques spéciales, 
novembre 1894, page 257.) 


à 
F. 
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La somme des deux angles fixes AwB et Aw'B est égale à un angle donné 
quelconque. 

L’explication fournie par la géométrie générale est (rès claire. 

On démontre aisément que les quatre droites distinctes oA, 6B, w’A, w'B 
sont des droites isotropes. Il en résulte que l’un des angles fixes AwB, 


Aw'B est égal à c + V— 1% et l'autre à : _ÿ—1. 

La somme de ces deux angles fixes est donc une grandeur indéterminée 
| LV — {(æ — æ), qui peut être considérée comme égale à une gran- 
deur donnée quelconque. 

PROJECTIONS. 


178. — On nomme projection d’un point AA’ sur une semi-droite OO’X\’ 
le pied A, A de la perpendiculaire abaisste de ce point sur la semi-droite. 
La perpendiculaire AA'A A recoit le nom de projetante du point AA 
et la semi-droite OO’X\' celui d’axe de projection. 

On nomme projection d'un segment AA'BB' de semi-droite le segment 
A,A'B,B; de l'axe de projection qui a respectivement pour origine et 
extrémité les projections de l’origine et de l’extrémité du segment AA’BB’, 

On nomme résultante de plusieurs segments consécutifs le segment 
qui a pour origine l’origine du premier, et pour extrémité l'extrémité du 
dernier; ces segments consécutifs prennent le nom de composantes. 

La projection de la résullante est la somme des projections des compo- 
santes; en d’autres termes, on a toujours : 

A A,EE, — A,A,B,B, + BBC, C, + C,CD,D, + D,D/EE,. 

Tel est le théorème général des projections. L 

119. — Tuéonëme. — La projection d'un segment est égale au produit de 
ce segment par le cosinus de l'angle formé par l'axe de projection et la base 
du segment. 

Nous pouvons remplacer l'axe de projection par une autre semi-droite 
OO’XX’ qui lui est directement parallèle ct passe par origine O0’ du 
segment considéré O0'BB’. 

Sur la semi-droite OO’X\’ et la semi-droite sur laquelle est mesuré le 
segment OO’BB’, considérons les segments OO’A A”, OO'MM' égaux à l'unité. 

L’angle « + 3/—1, formé par l'axe de projection et la basc du seg- 
ment, est égal à l’angle au centre AA'OO'MM' du cercle 00 de rayon 
égal à l'unité. 

Soient B,B;, et MM, les projections des points BB’ et MM sur le rayon 
origine OO’AA'. | 


ÿ 


no 
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L 


On a la relation 
O0'BB"_ O0'B,B: 


O0 — OU 


dans laquelle OO'MM' =: 4 et OOU'M,M == cos {x + 5ÿ— 1). On en 
déduit : 


00’B,B, — OO0'BB’ cos ‘x + 8ÿ/— 1}. (c. Q. F. D.) 


180. — Dans tout triangle AA'RB'CC' on a en grandeur et en signe la 
relation 
BBCC -— AA BB” + AAC — 21A'BB.AA'CC’ cos (a + 24/1), 
en désignant par 2 + a'4/— 1 l'angle BB'AA'CC’, ou son inverse CC'AA'BB 
qui a le même cosinus. 

Au n° 402 nous avons démontré l'égalité 


BBCC* — AABB* + AA CC — 2A\BB'.AA'HH 


dans laquelle AA’HH' désigne la projection du scgment AA’CC’ de la semi- 
droite AA’CC' sur la semi-droite AA'BB', les segments AA'BB’, AA'11H” 
devant être comptés sur la même semi-droite. l’ar conséquent, quels 
que soient les signes des côtés du triangle. on a toujours AA'HH' — AA’CC' 
cos (x + æy— 1). Et le théorème est démontré. 


ÉQUATION DE LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE. 


181. — En géométrie analytique générale, l'équation du cercie en coor- 
données cartésiennes, imaginaires ou réelles, est une équalion du second 
degré dans laquelle les termes en x? et y? ont pour coefficient l'unité, et le 
terme en xy deux fois le cosinus de l'angle des axes. 

Réciproquement, loute équation de ceite forme représente une circonfé- 
rence de cercle. 

La démonstration cst identique à celle de la géométrie analytique 
ordinaire. 

L'équation d’une circonférence de cercle de rayon » + »ÿ/— À est de 
la forme 


PUR RE ei en) =) 
cos (9 + OT) = fr + VIP. 
a+ aV — 1 et b + #y/— 1 sont l’abscisse et l’ordonnéc du centre. 
Quand les axcs sont rectangulaires 0 + vy—=T TUE ; Ars: : 
le cosinus est nul et l'équation devient 


(ay — 1) + (y — 6 — 09 TP = (r + V1}. 
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FORMULES FONDAMENTALES DE LA TRIGONOMÉTRIE, 


482. — Dans un cercle O0" de rayon égal à l’unité, soicnt AA'00'MM' 
ct MM'OO'NN’ deux angles respectivement égaux à deux angles donnés 
a+ 21 3 + 8y— 1. 

Du point NN’, menons la perpendiculaire NMN'HH' au rayon O0'MM’, 
1” étant le pied de cette perpendiculaire, 


OO'HH = cos (8 + 54/— 1) ct HAN = sin (3 + 84/— 1). 


La projeclion du segment OO’HH de la semi-droite OO'MM’ sur la 


©: L] 
semi-droite OO’AA' est égale à 
* cos (2 + ay— 1) cos (5 + 8W—1). 
é ct la projection sur ie même axe du segment HH’N\', compté sur une 
a 
CE 
À 
Fig, 4 

: v 


semi-droite qui fait avec l'axe Fanglo à + 44 — 1 + D est égale à 


': 2 


É cos (+ à + a à) sin (84 V—), 


‘où — sin {2 + +4/— 1) sin (8 + BY — 1). 


# La projection sur le même axe OO'AA du rayon OO'’N\’, qui est 
de cos (a + 24/1 + 8 + 34/1), est égale à la somme des projections 
de ses composantes OO'TL ct HH'NN’. On a donc la relation 


(4) cos (a + ay LEE 8V— 1) = cos (a 4 x V— Î) 
cos (8 + 8 — 1) — sin (a + «ÿ— 4) sin (8 + 8y— 1). 
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Projetons maintenant les composantes OO'HH’ et HH'NN’ de OO’NN’ sur 
la semi-droite OO’BB’ positivement perpendiculaire à la semi-droite 
O0'AA’. 

Les projections des composantes OO’HH', HIFNN’ sont égales à 


sin (2 + 24/— 1) cos (34 89/1), cos (x + y — 1) sin (8431), 
et la projection delarésultante OO’NN' est sin (x + 2 —=1+ B + 8v— 1), 
ce qui nous donne la relation 

@) sine +ay— 1 + 8484) = sin (a +4y— 1) 

cos (8 #y— 1) + cos (2 + #/— À) sin (3 + 8V— 1). 
Des relations (1) et (2) on déduit immédiatement la relation 
tg (a+ aV—1+8+8V— 1) 
té 


G) L + av 1) +te (B+BV— 1) 
À NE EP CAT DE 


Telles sont les formules fondamentales de la trigonométrie générale. 


VALEURS DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES. 


183. — Les droites isotropes positive cet négative issues du point MM’, 
rencontrent le rayon origine OO’AA’ en deux points dont les distances au 
centre 00’, comptées surla semi-droite OO’A A, sont respectivement égales à 


O0'MMe VTT et OOMMe TT où VTT VS 


en vertu du théorème fondamental. 

La projection du rayon 00"MM'sur l'axe OU’AA' est égale àcos {+4 — 1) 
et à la moitié de la somme des segments de grandeur ET RL 
(n° 71), ce qui nous donne la relation 

ua t + CE) 


cos (a + «yÿ— 1) — ge 


De cette relation on déduit immédiatement les suivantes : 


ua te Vs 


sin (a + «y— 1) — cos G—:—«v—1) = 3 
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ds ET —4—v! V=1 _… CCE 
ou sin (x + a ÿ— À) — nee) , 
a NS ta 
et 8 (a + ay 1) — nn | 
N ea A + et a 4 
a 184. — Des relations précédentes on déduit la suivante : 


cos {a a 1) + ÿ— À sin (a + eÿ— 1) — et, 
Nous avons défini e“ et e"Ÿ—1 par les égalités 


me L] 
E" == COS a+ y—1 sin 2, “V1 re 


en désignant par e la base des logarithmes népériens. … 
Ensuite nous avons appelé puissance m + n ÿ— 1 du nombre ete 

: le nombre et+#V—1)(m+uv4), 

5 Dans l'égalité démontrée eV 2 cos (a + & yÿ— 1) + V1 

: sin (aa — 1)remplaçons ete parsa valeurégale (eV) Les 


: il vient 
de = cos (a + 8 4) + VA sin (e Le), 
185. — On remarquera qu’en partant de nos définitions nous avons pu 


démontrer la généralisation de la formule d’Euler, et par suite l’identité 
de la trigonométrie générale de l'analyse avec celle de la géométrie générale, 
; sans avoir recours à la considération des séries imaginaires. 
ue Au n° 426 nous avons donné la définition de l'élévation d’un nombre à 
Li une puissance imaginaire dans le double but de donner un sens très pré- 
cis à cette opération et d'expliquer tous les résultats d'apparence para- 
doxale qui se présentent dans le calcul des exponentielles et des loga- 
rithmes, notamment la réalité de toutes les valeurs en nombre infini de 
(= 1, 

Pour mettre notre définition à l'abri de toute critique, nous ferons 
observer que nous admettons le postulatum suivant : 

Deux nombres identiques élevés à des puissances égales, même non iden- 
tiques, donnent deux nombres identiques. 


FONCTIONS HYPERBOLIQUES. 


186. — En trigonométrie générale, il existe deux cas particuliers remar- 
quables, qui se présentent quand l'angle est réel et quand il est simple- 
ment imaginaire. 


éme . Lu ail 
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Les lignes trigonométriques des angles récls sont évidemment celles de 
la trigonométrie ordinaire. 

Nous allons faire voir que les valeurs des ligues trigonomctriques des 
angles simplement imaginaires sont égales aux lignes correspondantes de 
la trigonométrie hyperbolique, abstraction faite du facteur ÿ— 1. 

187. — Considérons une semi-droite imaginaire non isotrope représentée 
par sa directrice OA et sa complémentaire OP. 

Cette semi-droilc imaginaire fait avec la semi-droite réelle, dont la 
directrice est OA, un angle simplement imagi- 
naire 6ÿ— 1. 

Sur la semi-droite, directrice commune, pre- 
nons une longueur OA — 1. | 

Construisons l’hyperbolc équilatère dont O est 
le centre et A lun des sommets. 

La complémentaire de la semi-droite imagi- 
naire rencontrera en un point réel P la branche 
de l’hyperbole équilatère qui passe par A. 

. Soit Ile pied de la perpendiculaire abaissée 
Hess de P sur OA. 

H et D peuvent être considérés comme les composantes origine et terme 
d’un point HP de géométrie générale. Ce point HP est silué sur la semi- 
droite positivement perpendiculaire à la semi-droite OOAA et le segment 
HHHP est égal à HPy— 1. 

Dans le triangle rectangle OOHHHP de géoinétrie générale, on a : 


OOHP* - OOHN +. HP — OH? — HP? -— OA — 1. 


D'où l’on conclut que le point HP appartient à la circonférence réelle 
de centre 00 ct de rayon égal à l'unité, ct que les segments OOHI et 
HHHP sont le cosinus et le sinus de l'angle 9ÿ— 1. Par conséquent, 


sin (0ÿ—1) = HPy/— 1, cos (8ÿ— 1) — OH. 


Nous avons démontré au n° 61 que le double de la surface du secteur 
hyperbolique AOP est égale à 9. ar définition HP ct OH sont le sinus et 
cosinus hyperboliques de l’angle 6. 


sinh 9 = HP, cosh 0 = OH. 
On à dunc les relations 
sin(0ÿ— 1)—y— 1sinh9, cos {8ÿ/— 1)—cosh 6, te(0y — 1) — igho. 


488. — Les formules fondamentales de la trigonométric générale 
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donnent, comme cas particulier, celles de la trigonométrie hyperbolique. 


Ainsi : 
cosh *9 — sinh ?9 — 1, 
cosh (9 + 9°) — cosh 8. cosh 4” + sinh 9 .sinh 6, 
sinh (6 + 9’) — sinh 8. cosh 9’ + cosh 4 .sinh 0”, 
189. — Désignons par w l’angle AOP, que nous appellerons amplitude 


circulaire de l'angle hyperbolique 6. 

Le rapport segmentaire de l’angle 9 ZA est égal à la caractéristique K 
de la droite imaginaire qui a pour directrice et complémentaire les semi- 
droites OA et OP. Par conséquent (n° 32), 


LOGE K? —(e T ; 

£ = es FL ( — o) 

Joù : 29 == te ai n ‘ 
=t#(j+e) 


En trigonomctrie hyperbolique on démontre légalité 
Û re 


. À 
eŸ EE ig (+5) 


dans laquelle X désigne l'amplitude hyperbolique. 
On a donc la relation suivante entre les deux amplitudes : 
L'amplitude hyperbolique d’un angle est égale au double de l'amplitude 
circulaire de l’angle moitié. x 
C'est le théorème de Laisant. 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE GÉNÉRALE. 


190. — PnogrÈme. — Trouver le lieu géométrique des points d'où l'on vcit 
un segment de droite ABB’ sous un angle égal à un angle donné a +- By — 1, 
ou qui en diffère de +. 

Supposons que la droite AA'BB n’est pas isotrope. 

Prenons pour axe des æ la droite AA’BB’ et pour axe des y la perpen- 
diculaire élevée sur le milieu de AA’BB”. 

Soient a + by— 1 et — a — bÿ—1 les distances de l’origine aux 
points AA’ et BB’ de l’axe des x. 

Si l’on désigne par æ et y les coordonnées d’un point quelconque du 
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lieu, les droites isotropes positive et négative, issues de ce point, coupe- 
ront l'axe des æ aux points æ + y v—tLetæ—y4—1,et en vertu du 
théorème donné au n° 132 l'équation du lieu sera 


REC on 2 mL OL VA nr 2 
ET a+ by — 1 Ex y —1 


C’est une circonférence dont le centre est fixé sur l'axe des y. 

Dans le cas particulier où le segment appartient à une droite isotrope, 
prenons pour origine des coordonnées rectangulaires l’une des extrémités 
du segment; les valeurs de labscisse et de ordonnée de l’autre extrémité 
seront & + by/—14 ct a W— 4 — b, où — ay —1+ b. 

Les carrés des distances d’un point quelconque du plan ‘aux extrémités 
du segment seront 


Ko — ab V— 1) +(y— avt +0) et a +, 


et en vertu de notre théorème fondamental, nous aurons pour l'équation 
du lieu 


an Ge VE (y avt + of, 


a + y 
C'est une circonférence de rayon nul. 
191. — En géométrie analytique générale, l'équation du lieu est de la 


forme : 
AT ten 
De l'égalité 


ts (a +8y— 1) = 


on déduit la suivante 


= VA — le) 
8 (a+Bv—- 1) = — ne à 
+ /2,y) 

On obtient directement cette équation par la méthode suivie en géomé- 
trie analytique ordinaire. Quand les données du problème sont réelles, 
v— 1 disparaît dans cette équation. 

De cette dernière équation 

t8 (ap — 1) = 92,9) 
on déduit inversement 


et) CV ee) + ; 
— VA y) +1 
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